‘ TD 17 - Electromagnétisme Correction

= Champ magnétique
Théoreme d’Ampere

BLAISE PASCAL
PT 2023-2024

[Exercice 1 : Cable coaxial U1|%2| ]

> Théoréme d’Ampére;
l]|]|][| > Inductance propre;
> Energie magnétique.

[Exercice 2 : Cylindre parcouru par un courant inhomogéne ©1]%1]| ]

_ > Théoréme d’Ampére;
|]|]|]|] > Coordonnées cylindriques.

Par définition, I'intensité qui parcourt le cylindre vaut

E— r?
I://section] dS:»//J()(l_m) a5

Sachant qu’en coordonnées cylindriques dS = r dr dé,

R 3 2 4 1R 2

T T R R

I =2nJ —— |dr=2nJy | — — —| =2nJy—
“/o ( R2> ' ”{2 4R2L S

2
-~ 7.
mR?

d’ott on déduit

Jo

Soit M un point de ’espace ou l’on cherche a calculer le champ magnétique.

. Syn_l)étries : le plan passant par M et contenant 1’axe du cylindre est plan de symétrie de la distribution de courant,
donc B(M) est orthogonal & ce plan, c’est-a-dire

B(M) = By(M) €.

Ceci est cohérent avec le fait que le plan passant par Z\i et orthogonal a 'axe du cylindre est plan
d’antisymétrie de la distribution de courant, si bien que B appartient a ce plan.

e Invariances : la distribution de courant est invariante par translation le long de (Oz) et par rotation autour de
—
cet axe. Le champ B(M) ne dépend donc ni de z ni de 6, c’est-a-dire

B(M) = By(r) €.

e Théoréme d’Ampére : on raisonne sur un cercle C de rayon r et de normale €.
. . =
Circulation de B :

%ECT@: %Be(’l‘)?@ . dé?@ = 271'7“39(7“).

Courant enlacé :
>sir>R: Ion=1;
>sir<R:
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> = " '3 r2 ot .. 2 (5, r?
Iy = //disque J -dS = QWJO/O (r' — R2> dr’ =2 Jy (2 — 4R2) dott Iy = = (r - 2RQ> :

Conclusion :
ol sir>R
omr By(r) =3 21 . |
MORQ<T2_2R2> sir<R
soit finalement
I
gig)g sir Z R
B= o 21 r3 N
0 — .
271'R2<T2R2>69 SlTﬁR

D’apres 'expression donnée et celle de E,

—

1 B
rot B = 1o@r 9)?

r Or i

Si r > R alors on constate que By = ugl /27, ce qui ne dépend pas de r, cohérent avec 7(7" > R) = 0.

Sir < R, alors

21 4 B 21 473 47 3
TBg—'u0<r2 " ) donc o(r 9)—M0(27‘ il >—M0<r ! )

TorR2\  2R? or  2rR2\"  2R?) 2rR2\| R?

ce qui donne bien, en réorganisant,

—_— = 2[ 7’2 N -
TOtB:HOW <1 > €z = HoJ

[Exercice 3 : Fil conducteur creux oral banque PT | ¢ 2 | % 2]

/ > Théoréme d’Ampére;
|]|]|][| > Principe de superposition.

Cf. cours :

.RQ
N %Ug sir>R
BQ(M): T‘T
HJO; ﬂ)g SiT’SR

—_—
Par définition, OM = r,.. Il faut donc exprimer Wy en fonction de U, et ., ce qui se fait grace au produit
vectoriel Uy = W, A . Ainsi,

1 —
Ue = *UZ ANOM .
r
On en déduit
1 R, — .
—poj— Uy NOM sir>R
- 2 72

Bo(M) =
wit, ANOM sir<R

On applique le principe de superposition : la cavité est vue comme la superposition de deux distributions de
courant j U, et —jd,. A lintérieur de la cavité, on a donc

Btot = E/L]UZ A OM — iu]ﬁz A O/M

avec O’ un point origine sur 'axe du cylindre creux, ce qui se simplifie en

—

1 e
Biot = iﬂjﬁz ANOO".

Le champ magnétique est donc uniforme a U'intérieur de la cavité.
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[Exercice 4 : Modeéle de Bean d’un supraconducteur V2% 2]

_ > Equation de Maxwell-Ampére ;
|][|I]|] > Principe de superposition.

Soit M un point quelconque de I'espace. D’une part, le plan (M, €,, €.) est un plan de symétrie de la distribution
de courant ; et d’autre part la couche conductrice est invariante par translation selon E)y et €,. Ainsi,

Le plan X = 0 est un plan de symétrie de la distribution de courant. Ainsi, en tout point de ce plan, B doit lui
-
étre orthogonal, c’est-a-dire porté par €,. Ceci n’est compatible avec la question précédente que si B = 0.

L’équation de Maxwell-Ampeére s’écrit
=
rot B = poj +eopo—, =HoJ -
ot
Ainsi, a I'intérieur de la couche conductrice,

dBy _, -
+T); €, = ,U/OJC €z

Par séparation des variables,

B, (X) X -
/ dB, = ,uOJC/ dX soit B, (X) = poJoX donc B(|X| <6§/2) = poJ.X¢€,.
By, (0)=0 0

A Textérieur de la couche conductrice, la densité de courant est nulle, 'équation de Maxwell-Ampére implique donc
que le champ est uniforme. La distribution de courant étant volumique, le champ est partout continu, d’ou

B(X < —-6/2) = —iqucd?y et B(X >6§/2) = +§quC6€’y.

D’apres le principe de superposition, le champ total est la somme du champ extérieur et des deux champs créés
par les deux couches conductrices, ce que ’on peut écrire sous la forme

- = — —
B =By + Bgauche + Baroite -

Le champ créé par la couche conductrice de gauche se calcule exactement comme celui créé par la couche conductrice
de droite, si ce n’est que le courant est en sens opposé et qu'un signe © apparait donc dans toutes les expressions.
Ainsi, au ceeur du supraconducteur,

- = 1 s 1 N
0 = Bg+ §u0(—JC)§ey + —i,qucéey
a droite de la couche de gauche a gauche de la couche de droite

ce qui donne

By

Bo — MoJC(S =0 d’ou 0= .
,U*()Jc

Le principe de superposition s’applique de la méme facon en tout point de I'espace. A I'extérieur de ’échantillon,
les champs créés par les deux couches sont opposés et se compensent. Par exemple, pour x > a,
1

- — 1 —
B(x > a) =By + 5/1'0(7Jc)5€)y + §[Lo<]c5€>y = By.

a droite de la couche de gauche a droite de la couche de droite

Il en est de méme pour x < a. Enfin, dans les couches conductrices, le champ §0 ) et le champ créé par la deuxiéme
couche sont uniformes, si bien que le champ varie linéairement. La continuité de B en tout point d’une distribution
volumique suffit & terminer le tracé sans qu’il ne soit nécessaire de le calculer exactement dans les deux couches. On
en déduit le tracé de la figure 1.
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1Bl

Figure 1 — Norme du champ magnétique dans I’échantillon.

[ Exercice 5 : Soléncides imbriqués oral CCINP PSI | ¢ 2] %1

_ > Théoréme d’Ampére;
I]|]|]|] > Couplage inductif.

Cf. cours : pour un solénoide parcouru par un courant i, d’axe (Oz) orienté par la régle de la main droite par
rapport au sens de i, le champ est uniforme a l'intérieur et vaut
—
.=
B = ponie,,
ou n est le nombre de spires par unité de longueur.

Par hypothese, L > ry et ro, ce qui justifie d’approximer les solénoides comme infinis. En notant i; et io les
courant qui y circulent et compte tenu de l'orientation des spires, le champ qu’ils créent en leur intérieur vaut

-
. >
Bio=po—i1,2¢€,.

14

Inductance propre L1 :
> Flux créé par S; au travers d’une spire s; de Sy :

¢51—>51 = // Bl(M) : dSE)Z = 7Tr12u0—11
Mes, l

> Flux total créé par S; au travers de lui-méme :

N?
2 .
05158, = Nos, —s donc DS, 58, =TTy MOT i1 .

> Inductance propre : par définition, ¢s, s, = Li4; donc

2

L1 = 777'12/]/07 .

Inductance propre L5 : par la méme démarche,

2

L2 = 7T7"22/1407 .

Inductance mutuelle M : comme le champ créé par So est uniforme a l'intérieur de S alors que la réciproque
n’est pas vrai, il est plus simple de calculer M a partir du flux créé par S; au travers de Sj.
> Flux créé par Sy au travers d’une spire sy de Sy :

- N N .
OSy—sy = // BQ(M) -dSE, = 7”'12#0?22
Mesy

> Flux total créé par Sy au travers de Sy :
2 N?
¢82*>51 = N(ZSSQ*)Sl dOIlC ¢82*>81 = 7”01 /’LO E 7’2 .
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> Inductance mutuelle : par définition, ¢s,,5, = Miy donc

N2

M = 7T7'112,LL07 .

Le circuit équivalent est tracé figure 2. Le circuit 1 contient une bobine et un générateur de courant imposant
le courant i1, le circuit 2 ne contient qu’une bobine court-circuitée. Il y a couplage inductif entre les deux circuits.
Compte tenu de la convention récepteur,
diy dio dis diy
uy =+L1— +M— et Uy = +Lo— + M—
! Vat dt 2 >t dt

Figure 2 — Circuit électrique équivalent.

D’apres la loi des mailles, us = 0 donc
dig M diq

At Lo dt
et par intégration

=iy
19 = L211 cte.

Comme le solénoide Sy n’est pas relié a un générateur, on peut supposer qu’il n’y a pas de courant continu qui serait
physiquement impossible a cause des résistances des fils, méme si elles sont faibles. Finalement,

M
ia(t) = —L—ZI cos(wt) ,

d’amplitude

D’apres le principe de superposition, en un point M se trouvant a 'intérieur des deux solénoides,

1(M) 4+ By(M) = Ho—y (i1 +1i2) €,

o
=
I
%l

d’ou en remplagant

[Exercice 6 : Transformateur torique W 2|R2| ]

_~ > Théoréme d’Ampére;
I]|]|]|] > Couplage inductif.

Soit M un point quelconque de I’espace.

e Symétries : le plan (M, €,, €,) (plan de la figure de droite de 1’énoncé) est un plan de symétrie de la distribution
—
de courant, donc B(M) est orthogonal & ce plan.

~ B(M) = By(M)7%,.
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e Invariances : en supposant les spires géparties continiiment, alors la distribution de courant est invariante par
rotation autour de 'axe (Oz). Le champ B(M) ne dépend donc pas de ¢, d’ou

B(M) = By(r,2) .

e Théoréme d’Ampeére :
> On raisonne sur un cercle passant par M et d’axe Oz, orienté par la regle de la main droite selon 'axe Oz.
> Circulation :

%B) dl = %B(?",Z)E}g -dl €y = 2mrB(r, 2) .
> Courant enlacé : en raisonnant sur les schémas on peut facilement comprendre que le courant enlacé vaut

7 NI si M € tore
ent 0 si M ¢ tore

11 faut toujours se méfier du signe des courants enlacés, par régle de la main droite avec 'orientation
du contour : ici c¢’est positif.

> Conclusion : d’apres le théoréme d’Ampeére,

NI
poN1 I si M € tore . - Ho V11 €y si M € tore
27rBy(r, z) = .y d’ou B(M) = 2mr
0 si M ¢ tore 0 si M ¢ tore

e Inductance propre : Le flux au travers d’une seule spire vaut

Nyi Nyi R+a
<p1_>15p://%drdz:ﬂ02ﬂ_llxln 7 X a,

donc le flux propre du primaire est

M0N12a .
1
2w R !
—_—————

D11 =N Qio1sp =

Par le méme raisonnement,

Ny? R
_ HolNy7a, ftta

L
2 2w R

Toutes les spires sont identiques, donc

}LoNlNQal R+CL .

n (3

27 R
=M

D1 o= N1 15p =

On constate alors que

M =+/LiLs.

La loi de comportement des bobines, modifiée par 'induction mutuelle, et avec i = 0 car secondaire ouvert

donne i i 4 i
_p, 404 _p, Y pdi
U = L1 dt —+ M dt et U = ngltz+ M dt

On en déduit alors

M N.
Uy = L—lul = F?Ul cos(wt) .

Si u; était constante, le courant i; serait constant également et la loi de comportement donnerait uy = 0.

On retrouve ici la loi des tensions d’un transformateur, en identifiant le rapport de transformation

m = N2/N1.

Du rapport des amplitudes on déduit directement

v, M
— = —=20.
U, Ny
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[Exercice 7 : Lévitation magnétique V3| % 3]

/. > Inductance propre;
0l I] |] > Flux magnétique;
> Force de Laplace.

Le flux de B au travers de la bobine (2) s’écrit

P12 = // B-dS =N x poni1(t)(1 — cosa) x wb?

et puisque par définition ¢;_,o = Mi; on en déduit

‘M = ponNwb*(1 — cos ) .

Le schéma électrique équivalent est représenté figure 3.

(51 M 12

'Y

Ly L R

Figure 3 — Schéma électrique équivalent aux deux bobines couplées.

D’apres la loi des mailles,

dZQ le
L— 4+ M— =
a + q + Rio =0

et comme on est en régime sinusoidal établi alors

jLwla +jMwl; + RI; =0
d’olt on déduit ]
iMw iMw

L=-—2"" =-2""]
27 Rtjlwt  R+jLw’

On en déduit d’abord

Mw 7
/R2 + L2w? 0

Pour trouver cos ¢ le plus simple est d’identifier la partie réelle sous la forme Re Iy = I, cos ¢,

Im=|L|  donc |Ih=

I :_(jMw)(R—jLw) _ MLw? Lo M Rw I
= RPyI2? ' Rt LWw?’ 'Ry L2
si bien que
B Lw
COSP = s s

Raisonnons sur le cylindre suggéré par I’énoncé. Puisque r < a, on suppose
B.(r,z,t) ~ B,(r=0,z2,t)

si bien que B, est uniforme sur les deux surfaces planes du cylindre. Le flux magnétique sortant d’une surface fermée

étant nul, Ainsi,
# B-dS = E-dsa.Jr// E-dsa+// B-(~dS%e.).
cylindre lat sup inf

soit encore

- — 9 9
B-dS = —nr® B,(0,2,t) +7r° B,(0, 2+ dz,t) + 2nr dzB,(r, 2,t) = 0
cylindre
face inférieure face supérieure paroi latérale
On identifie alors une dérivée,
5 0B,(0, z,1t)

e dz + 2nrdzB,(r, z,t) =0
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et ainsi

r9B.(0,z,t)
2 0z

B.(r,z,t) = —

La difficulté de cette question vient du fait que oo dépend de z de fagon pas évidente du tout. D’apres la question
précédente,

b d(1 — cos )
B,.(r=b,z,t) = —= X poni;————= .
' ( ) B HoTty dz
Calculons séparémment la dérivée de 1 — cos o avec a = a(z),
d(1 — cosa) ts a
— =4 sina—.
dz dz
Or tana = a/z, donc
dtana 1 da  a
dz  cosladz @ 22
ce qui permet d’identifier
da a 5 1, 5 9 1.,
— =——cos“a=——tan“wcos“a = ——sin“ «.
dz 22 a a
et enfin 41
7( —cosa) = 1 sin® o
dz a
En combinant, on retrouve bien
b 1 niq (t)b
B.(r=b,z,t) = B X ponip X — sin® a soit B.(r=b,2,t) = 110271()51113 Q.
a a

La force de Laplace élémentaire subie par un trongon de spire de la bobine (2) s’écrit
AF = isdl A B = isdlWy A (B, Ty + B.W.) = —isdl B, W, + i»d( B, U,

En calculant la résultante sur la bobine, les composantes radiales en deux points diamétralement opposés se simplifier,
seule demeure la composante verticale. Ainsi,

-
F= —igBr(b,z,t)/ a0,
@)
= —iy By (bz,t) x 2rNb T,

= =27 Nbly, cos(wt + ) x 'UOZbIO cos(wt) sin® o W,
= —Mlmlo sin® o cos(wt) cos(wt + @) T,
= —Mlmlo sin® o x % [cos(2wt + ¢) + cos @] U,
d’ott en moyenne
(f—%) = —%]anﬂlmlo sin® avcos o W, ,

puisque (cos(2wt + ¢)) =0

@ On a montré question 2 que cos ¢ < 0, on en déduit donc que la force moyenne (F ) est dirigée selon +1,, c’est-
a-dire vers le haut. Il existe donc une altitude z pour laquelle elle compense exactement le poids et qui correspond a
la position d’équilibre de la bobine (2).

Partant de la position d’équilibre, si la bobine (2) est déplacée vers le haut (z augmente) sous l'effet d’une
perturbation alors tan « et sin a diminuent. La résultante du poids et de la force de Laplace devient donc dirigée vers
le bas, ce qui ramene la spire a sa position d’équilibre : cette position est donc stable.

Un champ magnétique variable est source de champ électrique. L’aluminium étant un conducteur électrique,
ce champ électrique créé un courant 7 au sein du matériau : les spires de la bobine (2) modélisent les lignes de
courant de 7 dans le plateau d’aluminium. En raisonnant en termes de densité volumique de force de Laplace, on
en _()iéduit que le plateau subit lui aussi une force moyenne verticale vers le haut qui présente des propriétés analogues
a F. 1l y a donc bien une analogie qualitative entre les deux dipositifs.
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