‘ TD 17 — Electromagnétisme
= Champ magnétique
Théoreme d’Ampere

BLAISE PASCAL
PT 2023-2024

@ Difficulté d'analyse et compréhension, initiative requise ;
X Difficulté technique et calculatoire ;
Exercice important.
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Seuls les étudiants du groupe PT* seront interrogés en colle sur les questions marquées d’une étoile,
car elles sont plus techniques et/ou moins essentielles ... mais tous les étudiants sont bien siir invités a les travailler !

17.1 - Etablir I'expression du champ magnétostatique créé par un fil rectiligne infiniment fin parcouru par un courant
d’intensité 1.
17.2 - Etablir expression du champ magnétostatique créé par un cylindre d’axe (Oz), de rayon R, parcouru par
une densité volumique de courant 7 = Jy €, uniforme.
17.3 - Etablir I'expression du champ magnétostatique créé en tout point de 'espace par un solénoide d’axe (02)
formé de n spires par unité de longueur et parcouru par un courant d’intensité I. Pour mener le calcul a son terme,
le champ doit étre partiellement fourni par 'interrogateur :

> ou bien on admettra que le champ a 'extérieur du solénoide est uniformément nul ;

> ou bien on admettra que le champ sur I’axe du solénoide vaut pugnle,.

17.4 - Etablir Iexpression de I'inductance d’une bobine de grande longueur assimilée & un solénoide infini « en
passant par le flux propre ».

17.5 - Etablir Iexpression de I'inductance d’une bobine de grande longueur assimilée & un solénoide infini « en
passant par I’énergie ».

[Exercice 1 : Cable coaxial U1|%2| ]

/. > Théoreme d’Ampeére;
ol I] |] > Inductance propre;
> Energie magnétique.

revétement en Les cables coaxiaux servent a transmettre des signaux basse fréquence. Ils
plastique sont utilisés quotidiennement, par exemple dans les installations de télévision
Isolant diélectrique ~ domestiques, les émetteurs WiFi, etc. Un cable coaxial est constitué de deux
conducteurs cylindriques de méme axe (Oz) : un noyau ou ame, de rayon a, et
un blindage, de rayon b > a, séparés par un matériau isolant.

L’ame est parcourue par un courant constant I, dirigé selon + ¢,, uniformé-
ment réparti en volume. Le blindage, d’épaisseur négligeable, est parcouru par
un courant exactement opposé réparti a sa surface. L’isolant étant non magné-
tique, sa perméabilité est égale a celle du vide pyg.

blindage métalique

noyau central
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1 - Déterminer la densité volumique de courant 7 dans lame.
2 - Calculer le champ magnétique en tout point de I'espace.
3 - Déterminer I’énergie magnétique &, stockée dans un trongon de cable de longueur h.

4 - En déduire I'inductance £ par unité de longueur du cable.

%  Correction — Raisonnons sur la figure 1.

Figure 1 — Distribution de courant dans le cable coaxial.

1 - Le courant dans I"dme est dirigé selon I'axe (Oz), donc 7= J €., et I'intensité vaut I, donc

- — I
Iz// J -dS = J x wa? d’ou J =

ma?’

Question d’analyse 1 - Détailler le calcul de I'intégrale. Pourquoi est-il inutile d’exprimer explicitement ds ?

2 - o Symétries : le plan Iy = (M, €,, €,) est un plan de symétrie de la distribution de courant, donc le champ

magnétique est orthogonal a ce plan, N
B(M) = By(M)¢€y.

Question d’analyse 2 - Représenter le plan 11, sur les deux schémas.

Question d’analyse 3 - Identifier un plan d’anti-symétrie de la distribution. Qu'en déduit-on sur le champ magnétique 7

e Invariances : la distribution de courant est invariante par toute translation d’axe (Oz) et toute rotation autour

de cet axe, donc N
B(M) = By(r) €.

e Contour d’Ampére : cercle de rayon r passant par M.
e Circulation :
- —
yg B - dl = By(r) x 2nr.
CA
.
Question d’analyse 4 - Détailler le calcul de I'intégrale. Pourquoi est-il inutile d’exprimer explicitement df 7

e Courant enlacé : il est nécessaire de procéder par disjonction de cas.

> sir<a, Iy=+Jmr?=1Ir?/a?;

>sia<r<b I =+I;

>sir>b, Igy=4+1—1=0.
I Question d’analyse 5 - Justifier les trois expressions du courant enlacé.
e Conclusion : d’aprés le théoréme d’Ampére,

2mr Bg(’l“) = Mo Ien]-
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Ainsi, en reprenant ce qui précéde,

- I
B(r<a)= Hog 37 €

= I
B(a < = lg=—— €
(a<r<b) Hog €
B(r>b) =0

3 - L’énergie magnétique totale stockée dans le trongon de cable s’écrit

B(M)?
£ - /// (M)
cable 2/’60
L’expression de B n’étant pas la méme dans tous les domaines, le plus simple est de décomposer I'intégrale
1 I\’ 1 I\?
Em= — drdfd — — drdfd
///éme 240 (uo 2ma 2T> rardide T //[so]ant 240 (MO 2 7’) raraee
I? I? [d
= £ /Bdr/de/d+“° /T/dﬂ/dz
8m2at

_ Holm o
8n2ad | 4 x 2mx bt g 877

><1n9><27r><h
a

I Question d’analyse 6 - Compléter les bornes d’intégration sur la deuxieme ligne du calcul.

4 - En identifiant a la définition énergétique de I'inductance,

1
Em = = hLI?
2 )

Ho b
L= 27r(4+1n )

Question d’analyse 7 - Retrouver le lien entre l'inductance L du troncon de cible et l'inductance par unité de
longueur L.

on obtient

[Exercice 2 : Cylindre parcouru par un courant inhomogeéne @1 | %1 | ]

/ > Théoréme d’Ampére;
|]|]|]|] > Coordonnées cylindriques.

On consideére un cable cylindrique de rayon R et d’axe z parcouru par un courant d’intensité I réparti de facon
non uniforme au sein du céable,

1 - Exprimer Jy en fonction de 1.
2 - Calculer le champ magnétostatique créé par ce cible en tout point de I’espace.

3 - Vérifier que le champ trouvé obéit bien a 1’équation de Maxwell-Ampere.

, —= (10B. 0B\ 0B, 0B.\ -, 1 [/0(rBy) 0B,\ _
Donnee.rotB—(rae az>e’“+(az_ar>69+r( 5 50 €s

@) ov-ne-sa | :
( BY-NC-SA 3/6 Etienne Thibierge, 12 janvier 2024, www.etienne-thibierge.fr


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
www.etienne-thibierge.fr

TD 17 : Champ magnétique, théoreme d’'Ampére Blaise Pascal, PT 2023-2024

[Exercice 3 : Fil conducteur creux oral banque PT | ¢ 2 | % 2]

/ > Théoréeme d’Ampére;
oll |] > Principe de superposition.
Un fil conducteur épais de rayon R et d’axe u, est parcouru par un courant de densité ju, uniforme.
1 - Déterminer le champ B)o en tout point M de I'espace.
. =3 . — a7
2 - Exprimer By en fonction de u, et OM.

On suppose maintenant que le fil est creux et présente une cavité cylindrique parallele a ’axe du cylindre mais
décentrée par rapport a cet axe. Dans le reste du cylindre, la densité de courant est toujours égale a j.

3 - Calculer le champ magnétique dans la cavité.

[Exercice 4 : Modéle de Bean d’un supraconducteur Q2R 2]

/ > Equation de Maxwell-Ampére;
|]|]|]|] > Principe de superposition.

Un supraconducteur est un matériau capable de conduire I’électricité sans aucune résistance lorsqu’il est porté a
température suffisamment faible. Les applications incluent la transmission d’énergie sans perte, la création d’aimants
puissants pour 'IRM médicale, la lévitation magnétique des trains a grande vitesse, ou encore la conception de
détecteurs sensibles de champs magnétiques.

Parmi les nombreuses propriétés physiques associées a la supraconductivité figure l'effet Meissner : qualitative-
ment, le champ magnétique a l'intérieur d’un supraconducteur est toujours nul, quel que soit le champ extérieur. Cet
effet peut s’interpréter par 'apparition de courants & la surface du supraconducteur, qui créent un champ venant
compenser le champ extérieur. Le modeéle de Bean suppose ces courants répartis en volume dans une couche d’épais-
seur ¢, avec une densité volumique J. uniforme, appelée densité de courant critique, qui est une caractéristique de
chaque matériau. Dans ce modele, c’est ’épaisseur d qui varie en fonction de I'intensité du champ extérieur.

Cet exercice a pour objectif d’estimer 1’épaisseur § dans une géométrie de type ruban, ou I'une des dimensions
du supraconducteur est tres inférieure aux deux autres, voir figure 2 : on suppose 1’échantilk>)n infini dans les di-
rections (Oy) et (Oz), d’épaisseur 2a dans la direction (Oz), placé dans un champ extérieur By = By'¢,. Une telle
géométrie est trés utilisée en pratique car elle facilite la fabrication et la manipulation des échantillons.

Yy Yy

supra

= = =

B Jc Je Je

Bol | & ® ®

“® x “‘® X
5 5 5

a a

Figure 2 — Modele de Bean d’un supraconducteur. Gauche : vue d’ensemble du ruban supraconducteur. Droite :
zoom sur la couche conductrice de droite.

1 - Dans un premier temps, considérons uniquement la couche conductrice située du co6té = > 0, parcourue par un
courant de densité volumique uniforme j; = J.€,. La variable X est définie de telle sorte que la position X = 0
corresponde au milieu de la couche conductrice. Déterminer la direction du champ magnétique créé par cette couche
et les variables dont il dépend.

2 - Montrer sans calcul que ce champ est nécessairement nul dans le plan X = 0.

3 - En utilisant ’équation de Maxwell-Ampére, en déduire le champ créé dans tout ’espace par cette couche conduc-
trice uniquement.

4 - En prenant désormais en compte ’ensemble du systeme, déterminer I’épaisseur § nécessaire pour que le champ
magnétique soit nul a 'intérieur du supraconducteur.

5 - Représenter graphiquement ||§> || en fonction de x pour l'ensemble de ’échantillon.
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[Exercice 5 : Solénoides imbriqués oral CCINP PSI | © 2 | % 1]

/ > Théoreme d’Ampére;
I]|]|]|] > Couplage inductif.

Deux solénoides S; et Sy de méme axe (Oz), de méme longueur ¢ et de rayons r1 et 7o > 71 sont emboités I'un
dans 'autre, voir figure 3. Ils présentent tous deux le méme nombre de spires N. On suppose que la longueur £ est
tres supérieure aux rayons.

La bobine intérieure est parcourue par un courant i, (¢t) = I cos(wt), avec I = 1 A, avec w une pulsation suffisam-
ment basse pour que ’ARQS magnétique s’applique. La bobine extérieure est en court-circuit.

0000000000000000000000000

RIRIHIXIRIXIRIHIRIRIZIHIXIRIRIRIHILIRIRIEIXIRIRIK)

Figure 3 — Solénoides imbriqués.

1 - Sachant que le champ est nul a ’extérieur, déterminer le champ a l'intérieur d’un solénoide infini.
2 - Déterminer les coefficients d’induction propre L1, Lo, et le coefficient d’induction mutuelle M.

3 - En négligeant les résistances internes des fils, déterminer le courant i5(t) parcourant la bobine extérieure. Quelle
est son amplitude ?

4 - Que vaut le champ magnétique a 'intérieur du solénoide central ?

[Exercice 6 : Transformateur torique W2 %2 ]

/‘ > Théoréme d’Ampére;
[]|]|]|] > Couplage inductif.

On s’intéresse dans cet exercice au transformateur représenté ci-dessous, dans lequel les spires du primaire et
du secondaire sont bobinées en alternance autour d’un tore de section carrée. Le primaire compte Ny > 1 spires,
parcourues en série par le courant i1, et le secondaire Ny % Nj spires parcourues par le courant is.

Figure 4 — Transformateur torique a section carrée. Les spires du primaire sont représentées en traits pointillés et
les spires du secondaire en traits pleins. Avec ce schéma, on aurait No = 3Vy.

1 - Calculer le champ B 1 créé en tout point de ’espace par le primaire pris seul, puis son inductance propre L;.
2 - En déduire sans calcul I'inductance propre Lo du secondaire.
3 - Calculer 'inductance mutuelle M. Montrer qu’elle s’exprime simplement en fonction de L; et Ly uniquement.

4 - On impose au primaire une tension sinusoidale u(t) = Uy cos(wt), alors que le secondaire est ouvert. Quelle est
la tension usg(t) mesurée aux bornes du secondaire ? Que se passerait-il si u; était constante ?

5 - Le transformateur annonce une conversion 230V — 12V. En déduire la valeur numérique du rapport Ny /Ns.
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[Exercice 7 : Lévitation magnétique Q3R 3]

/ > Inductance propre;
0l I] |] > Flux magnétique;
> Force de Laplace.

é & & Attention ! Cet exercice est nettement plus difficile que les autres, bien trop pour la banque PT ... réservé a
ceux qui veulent un petit défi ©

Au Palais de la Découverte, a Paris, une expérience présentée aux visiteurs consiste a faire léviter un plateau
métallique en aluminium au-dessus d’une bobine d’une centaine de spires parcourue par un courant alternatif.

1)

Figure 5 — Lévitation magnétique.

Pour comprendre simplement ce phénomeéne, considérons un long bobinage, noté (1), de n spires par unité de
longueur, d’axe (Oz) et de rayon a. Il est parcouru par un courant alternatif i;(¢) = I cos(wt). Une bobine circulaire
de N spires et de rayon b < a, notée (2), est placée au-dessus de (1), & une distance z sur 'axe. On se place dans
I’ARQS magnétique.

Le champ magnétique créé par le bobinage (1) au centre de la spire (2) s’écrit :

ﬁ(rzO, z,t) = poniy (t)(1 — cos @), avec tana = <.
z

1 - En supposant que la composante B, du champ est uniforme sur la section de la bobine (2), déterminer le coefficient
d’induction mutuelle M entre les deux bobines.

2 - La bobine (2) présente une résistance R et une inductance propre L. Montrer qu’il y apparait un courant
12(t) = Iy, cos(wt + ), pour lequel on déterminera ’amplitude I, et cos .

3 - Le champ B créé par la bobine (1) a également une composante radiale B,.(r, z). En raisonnant sur le flux sortant
d’un petit cylindre centré sur Paxe (Oz), de hauteur dz et de rayon r < a, montrer que

r 0B,(0,z2,t)
B'r‘ ) vt = -5 a_.
(r,2,7) 2 0z
4 - En déduire! que
i1 ()b
Br(r:b727t) = 7”077/22:.1,( ) Singa.

5 - Calculer la force de Laplace qui s’exerce sur la spire (2), puis sa moyenne temporelle. L’exprimer en fonction
notamment de I,,,, Iy et cos .

6 - Justifier que la spire atteint une position d’équilibre, qu’il n’est pas demandé de déterminer. Etudier sa stabilité.

7 - Expliquer qualitativement comment le modeéle a deux bobines permet d’expliquer la lévitation du plateau d’alu-
minium visible au Palais de la découverte. De quoi les spires de la bobine (2) seraient-elles 'analogue ?

1. Admettez le résultat si vous n’y arrivez pas : les questions intéressantes sont les suivantes, celle-ci est purement technique.
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