Electronique 3 4+ Mécanique 2 — TD

Lycée Corneille, MPSI 2

Régime libre des oscillateurs

Oscillateur harmonique

[Exercice 1 : Une masse et deux ressorts

@1)%2)

/ > Force exercée par un ressort;

|]|]|]|] > Détermination des constantes d’intégration.

Voir figure 1.

Figure 1 — Schéma de la situation. Rien n’est précisé sur la situation des ressorts (comprimés, étendus, al’équilibre) :
il n’est donc pas possible de représenter les forces.

> Systéme : le solide de masse m, repéré par la position du point M;

> Référentiel terrestre, galiléen;

> Bilan des actions mécaniques exercées sur le systéme :
— son poids, vertical, est supposé - exactement compensé par la réaction du support sur lequel il se trouve;

— force exercée par le ressort 1 : Ll = —k(t; — &) Wext1 = —k(x — &) €x;

— force exercée par le ressort 2 : f 5 = —2k(€y — £p) Wextz = =2k (L — x — £y) (= €x) = 2k(L — x — &) €x;
— les frottements sont négligés.

> Lorsque le systéme est a ’équilibre,

— —> —
fi+f2=0

et ainsi

donc

— k(xeq — o) + 2k (L — Xaq — fo) = —3kxeq + 2kL — kfy = 0

_2L-§

.X'éq 3

Les forces s’expriment comme précédemment, donc d’apres le PFD

Sous forme canonique,

d’x
mﬁ = —3kx + 2kL — kf()
(:12_x+ 3k k(L- &)
dt? m m '
——

E Forme générale des solutions : la position d’équilibre x¢q est une solution particuliére, d’ott on déduit

[) ev-ne-sa |

x(t) = x¢q + Acos(wot) + Bsin(wot) .
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2

Recherche des constantes : d’apres la premiére condition initiale,

N

x(0) T Xeq +A = X0 d’ou A =x9— Xeq -
sol CI

Pour utiliser la seconde condition initiale, il faut connaitre la vitesse, soit
X = —woA sin(wyt) + woB cos(wot) .
Ainsi, comme le solide est lancé vers la gauche x(0) = —v,, donc

x(0) ? woB ? —0g d’ou B=——.
sol CIL

Finalement,

v
x(t) = xeq + (X0 — Xeq) cos(wot) — =2 sin(wot) .
Wo

Voir figure 2. Points importants du tracé : oscillations symétriques par rapport a la position d’équilibre x¢q, qui
restent bornées entre 0 et L. Les conditions initiales doivent apparaitre clairement : x(0) > x4q et la pente initiale
doit étre négative.

Figure 2 — Allure de x(t).

@2|%2|®]

[Exercice 2 : Masses et ressorts a la verticale adapté oral banque PT

/ > Force exercée par un ressort;
|]|]|]|] > Oscillateurs harmoniques couplés.

On raisonne sur I’axe z orienté vers le bas. Raisonnons a I’équilibre : les forces exercées sur chacune des masses
se compensent.
> La masse m; est soumise a

— son poids 1_31 = +m1972;

— la force de rappel du ressort 1 : fn = —ki Al gq Uy

— le force de rappel du ressort 2 : ?)r,z—n = —ky At’z,éq(—ﬁ)z) =ky Abygq U

Ainsi, en projection sur I’axe z,

mig — k1 Afl’éq + ks Afz)éq =0

> La masse my est soumise a
- —
— son poids P, = +myguy;
— AUCUNE force de la part du ressort 1 puisqu’il n’est pas attaché a my;
— la force de rappel du ressort 2 F; 2,5 = —k» A[Z)éqﬁz.
Ainsi, en projection sur I'axe z,

myg — kz A[g’éq =0.
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> On en conclut

ma
Afz’éq = k—g
2

puis

+
kl Afl,éq =mg+ kz Afgséq = (m1 + mg)g d’ou Afl,éq = (”llk—mz)g .
1

Comme l'axe z est orienté vers le bas et que les positions sont comptées par rapport a la position d’équilibre,
alors

Aty = Afl,éq + 2z et Aty = Afz’éq —2zZ1+ 2. ‘

Ces expressions se trouvent a partir du schéma! Augmenter zy d z, fixé augmente 'allongement du
ressort 1 et diminue celui du ressort 2. Augmenter z, a z; fixé n’a pas d’effet sur le ressort 1 et augmente
Pallongement du ressort 2.

d’z;, d?z

e - . 2
De plus, les accélérations des masses m; et m, s’écrivent directement T et T car tous les autres termes
de leur position sont des constantes. Ainsi, le méme bilan de forces que précédemment et le PFD conduisent aux

équations différentielles

d221 d222
my——- =mig — k1 Ay + ky AL, et Mmy——- = mag — k2 Aty .
142 19 — k1 Ay 2 At 27412 29 — Kz Al
En remplacant les allongements par leurs expressions,
dzzl dZZZ
M = Mg (my +mp)g —kizi + mag — kazi +kozz et my Tz = M2g —mag + ka1 = ksz»

et enfin en simplifant

dzzl + k1 + kg kz ¢ dZZZ kz kg

— Z1=—z e — +t—2z;= —2z.

dtz mq ! mi 2 dtz ms 2 my !

Il est logique que tous les termes issus du poids se compensent : comme le poids est une force constante,
il a un impact sur les positions d’équilibre mais pas sur les oscillations autour de ces positions.

La masse m;, est maintenue dans sa position d’équilibre, donc z; = 0. L’équation du mouvement de m; devient
alors
d221 k1 + kz

=0.
dtz mq
_— . . , . . . ki + ks
Il s’agit de I’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation wy = .
m

> Forme générale des solutions : I’équation est homogéne, donc la solution particuliére est nulle, et
z1(t) = Acos(wot) + Bsin(wypt) avec A et B deux constantes.

> Conditions initiales : on a directement z;(0) = Zj et z,(0) = 0.
> Détermination des constantes : sur la position,
21(0) =A = Z()
) 1
sol CI
et sur la vitesse
21 (t) = —Awg Sil’l(a)ol’) + Bwy COS(Q)()t)
donc
Zl(O) ? Bwg ? 0 d’ou B=0.
sol CI
> Conclusion :

‘ z1(t) = Zy cos(wpt) . ‘
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@1]%2]

[Exercice 3 : Oscillations d’un flotteur oral ATS

/ > Poussée d’Archiméde ;
l]|]|]|] > Un oscillateur harmonique ... sans ressort.

Dans tout I'exercice, on étudie le mouvement du cylindre (section S, hauteur H) dans le référentiel terrestre,
supposé galiléen.

Bilan des forces :
> poussée d’Archiméde : le volume de cylindre immergé dans I’eau vaut Sz, donc en négligeant l'effet de 'air
la poussée d’Archimede s’écrit —py Sz g ;
> poids du flotteur : p SH g'¢,.

Le cylindre étant a I’équilibre,

0=-pySz0g+pSHyg d’ou zo=£H.

Po

On impose cette fois z = H car le cylindre est totalement immergé, mais il faut prendre en compte la force F
exercée sur le flotteur dans le bilan des forces. Le PFD, toujours a I’équilibre, donne désormais

0=-poSHg+pSHg+F d’ou ’F:(po—p)HSg.‘

Le PFD (cette fois hors équilibre) s’écrit désormais

d?z . d’z  pog
pHS@:—pOSzg+pSHg. soit F+p—Hz:g.
On identifie ’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique de pulsation propre
2 _ Pog
W, = —
pH
d’ou on déduit la période
H
TO =2r p— .
Pog
[Exercice 4 : Oscillateur harmonique par I'énergie 1]&2| ]
/' > Oscillateur harmonique électrique ;
|]|]|]|] > Energie électrique.
L’énergie totale vaut
1 1
Eiot = =Cu® + =Li®.
tot = % u 5 l
Ainsi, en dérivant,
dStot 1 u 1 di
=-CX2u—+ -L X2i—.
dt 2 &t 277

Comme seule I'intensité doit apparaitre dans le résultat, on remplace u avec la loi de comportement de la bobine,
soit

8ot _ 1C><2LEi LE + 1Lx2iﬁ
dt 2 dede \7dt] 2 dt
_chdi d?i +L_di
B TR T T,
A& di [, d%
dt —LE (LCF +1
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Le circuit ne compte qu'une bobine et un condensateur, qui stockent de I’énergie mais n’en dissipent pas, et
il n’y a en particulier aucune résistance. L’énergie électrique dans le circuit est donc constante. On en déduit qu’a
tout instant,
=0 soit L—
dt dt dt?
Le terme en facteur L di/dt est la tension aux bornes de la bobine, qui n’est pas constamment nulle. C’est donc le
terme dans la parenthese qui est nul, soit

dEot di ( d?i ) o

LCdzi +i=0 it il +wli=0
— +i= soi — +w i=0,
d? dez 0

en posant wy = 1/VLC la pulsation propre du circuit.

Meéme si ce n’est pas l’approche de lexercice, on peut bien siir retrouver cette équation par les lois de
Kirchoff. D’apres la loi des noeuds pourt > 0,

2.

d d
Yrizo  done I 4i=o.

¢ dt de?

car la bobine et le condensateur sont montés en paralléle.

Forme générale des solutions : ’équation étant homogéne,

i(t) = Acos(wot) + Bsin(wyt) .

Recherche des conditions initiales : a U'instant t = 07, le circuit est encore en régime permanent avec 1 = I.
La bobine est donc équivalente a un fil et le condensateur a un interrupteur ouvert :

i(07) =1 et u(07)=0.
Comme i doit étre continu (bobine), alors
i(0") =i(07) =1.

Par ailleurs, comme le condensateur est monté en paralléle de la bobine alors u est aussi la tension aux bornes du
condensateur et doit donc aussi étre continue, donc

u(0") =u(07) =0.

D’apres la loi de comportement de la bobine,
L%(OJ') =u(0*) =0 soit %(0*) =0.

Détermination des constantes : d’une part,
i(07) =i(0%) = A =1 dou A=,
sol CI

et d’autre part, comme
di
i —woA sin(wgt) + woB cos(wgt)
alors
di _
—(0") = wyB =0 d’ou B=0.
dt 1 1
sol CI

Conclusion :

‘ i(t) = Iy cos(wyt) . ‘
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Oscillateur amorti

[Exercice 5 : Oscillations d’une spheére oral CCINP PSI | & 2 | & 1]
ﬂﬂﬂ > Mise en équation d'un oscillateur mécanique.

e Systéme : Etudions le mouvement de la sphére dans le référentiel terrestre R supposé galiléen. On introduit un
axe z vertical vers le bas.

e Bilan des forces :

> La spheére est soumise a son poids,
-

P=mqg =+mge,.

> En supposant le fil qui attache la sphére au ressort inextensible, alors la longueur du ressort est reliée a ’altitude z
du centre de masse de la sphére par
t=z+a

avec a une longueur constante. Ainsi, la sphere subit de la part du ressort une force
= — —
F.=—k(t—-t)e,=-k(z+a—-4£)¢€,.
> Enfin, dans le second cas seulement, il faut également prendre en compte la force de Stokes
—
F = —671nRv = —671nRz€, .
o Principe fondamental de la dynamique : ’équation du mouvement s’écrit

d? - =g —
m—| =P+F,+F

donc en projection sur ¢,
mzZ =mg—k(z+a—4{)—6rnRz

ce qui se met sous la forme

67nR k

Z+ z+—z=g——(a—-*4).
m m

o Premier cas : tout se passe formellement comme si = 0, on reconnait alors une équation d’oscillateur harmo-

nique de pulsation propre

k 2
w0l =— soit I =—.
Wo

e Deuxiéme cas : sous forme canonique, cette équation s’écrit

wo = Vk/m
., WO . 2_ k
z+§z+woz—g—;(a—fo) avec szlkm
6mnR
Le polynoéme caractéristique a pour discriminant
wo \? 1
A= (—0) — 40 =a)02(—2—4) <0
Q Q

car on observe des oscillations. Les racines du polynéme sont donc
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La pseudo-pulsation des oscillations est donnée par la partie imaginaire des racines,

1 .. 27 1
Qp = w1 - — d’ou Th=———.
40 Wo 1 L

10?
e Conclusion : des deux études précédentes on déduit
T;\? o, !
T,] = 402
1 _, (% 2
40> T
1 T \*
km =1- ?
4 X 3672n2R? 2
9’ R> T\
km a Tz
_ km 1 Tl 2
7=\ onzr? T,
[Exercice 6 : RLC série en régime libre oral CCINP PSI | & 2| % 2]

Mise en équation d’un circuit électrique;
Recherche de conditions initiales ;
Détermination des constantes d'intégration ;
Etude expérimentale.

e
onll

vV vV Vv vV

UR
P
R Les notations des courants et tensions ne sont pas explicitées sur le schéma par
C Wuc I’énoncé, auquel cas il est sous-entendu que toutes les tensions sont orientées de facon
L i
S
ur

cohérente avec uc et que les dipdles sont orientés en convention récepteur.

L’intensité i est continue car elle traverse une bobine. Ainsi,

[i(0*) =i(07) =0]

car le circuit est ouvert a t < 0. De méme, la tension uc est nécessairement continue car aux bornes du condensateur
donc

uc(0%) = uc(07) = Uy |

Enfin, la tension aux bornes de la bobine se déduit de la loi des mailles a I'instant t = 0% et de la loi d’Ohm,

ug(0%) +uc(0") +ur(0%) =0 don  |ur(0%) = —uc(0*) =-Uj .|

En régime permanent, le condensateur est équivalent a un interrupteur ouvert donc

La bobine est équivalente a un fil, si bien que

et d’apres la loi des mailles on en déduit

A,

UR oo + UCco + UL oo =0 d’ou UCoo =0.
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D’apres le comportement a t = 0, on en déduit que la grandeur y correspond a I'intensité i. Un oscilloscope
ne peut pas mesurer directement une intensité, il faut donc mesurer une tension qui lui est proportionnelle, c’est-
a-dire la tension aux bornes de la résistance. Obtenir la courbe représentant y en fonction de ¢t demande donc de
brancher 'oscilloscope en paralléle de la résistance.

| Ici, il n’y a aucun appareil branché sur le secteur type GBE, donc pas de conflit de masse a craindre.
D’apreés la loi des mailles,

di
ugr +uc+up =0 soit Ri+uc+L5:0

en utilisant les lois de comportement. Pour pouvoir relier uc a i, il est nécessaire dériver,

di+duc+ d2i_0 Lot Rdi+1.+Ld2i_0
dt  dt drz ou Tt T

Ecrivons maintenant cette équation sous forme canonique pour faire apparaitre les paramétres cherchés,

d?i N Rdi N 1 0
—+-—+ —=i=0.
dt?2 Ldt LC

On identifie alors 1/LC = wy et R/L = 2mw, d’ott

d?i di ).
E+2mwoa+(x)ol:0.

Forme générale des solutions : L’équation différentielle est homogéne, il n’y a donc pas de solution particu-
liére a déterminer (une autre formulation possible est de dire qu’elle est nulle). Pour déterminer la forme générale
de la solution homogene, trouvons les racines du polynéme caractéristique,

r2+2mw0r+w02:O.

Son discriminant vaut

am’wy — 4w = 4ol (m® —1) <0

car m < 1. Ainsi, les racines sont complexes conjuguées et valent

’ 2

re=-— +1i 5 = —mwg + iwg V1 — m2 = —mwy +1Q .

Comme le discriminant de I’équation caractéristique est négatif alors le régime est pseudo-périodique et les solu-
tions s’écrivent toutes sous la forme

i(t) = [Acos Qt + Bsin Qt] e ™!

Conditions initiales : Déterminons maintenant les conditions initiales nécessaires pour trouver les constantes A

et B. D’apres la question 1,

di 1 Uo
Loy e A + __Yo
i(07) =0 et dt(o ) LuL(O ) T

Constantes d’intégration : Ainsi, la condition initiale sur i donne
i(0") = A = 0.
7 1
sol CI
En considérant directement A = 0 pour calculer la dérivée,

di
d—; = BQ cos(Qt) e ™! — mw,B sin(Qt) e "0t
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donc

U
-—— d’ou B 0
L LO

di
—(0") = BQ
dt( )T

sol

Q-1

Conclusion :

U
i(1) = 7 5 sin(Qe) e

L’intensité est pseudo-périodique, et Q est sa pseudo-période. On peut I’évaluer a partir de la pseudo-période T’
lisible sur la courbe. Par exemple, T’ = t, — t; d’ou

_ 27
b=t

Trouver la position des maxima n’est pas simple du tout a cause de ’amortissement exponentiel, qui complique
beaucoup la recherche des zéros de la dérivée. Cependant, compte tenu de la courbe donnée, on peut faire 'ap-
proximation que la position des maxima est directement donnée par ceux du sinus car ’amortissement est faible.
Ainsi, le k-iéme maximum est atteint lorsque

3
Qty = —% t2kn it 1= T+ (k-DT'

avec k un entier. y; et y, correspondent aux deux premiers maxima, aux instants t; = 3T’ /4 et t, = 7T /4. Ainsi,

—TmwoT’ /4
Y2 € —maowT’
1 - e—3mon’/4 =¢

Pour aboutir a une relation encore plus simple (je ne sais pas ce qu’attendait ’examinateur, qui 'aurait précisé au
candidat au cour de l'oral) , on peut supposer m < 1, auquel cas Q ~ wq et donc T" =~ 27 /wy. Dans ce cas,

% ~ e—2nm .
Y1
[Exercice 7 : RLC parallele soumis a un échelon de courant 1] X 2]

/. > Mise en équation d'un circuit électrique;
|]|]|]|] > Recherche de conditions initiales ;
> Détermination des constantes d'intégration.

D’apreés la loi des noeuds,
I—'+‘+‘_——+‘+C—u
=igp+ip+i i
0=IR¥IL+lc=p+i T

Pour pouvoir insérer la loi de comportement de la bobine, il est nécessaire de dériver cette relation,

0 1du+diL+ d’u dot 0 1du+1 +Cd2u
=—— 4+ — — ou =——+-u+C—.
Rdt  dt dr? Rdt L dr?
Ecrivons cette équation sous forme canonique,
d?u 1 du 1 . . . d®u  wo du 9
—+—=—+—u=0 a identifier a —+——+w,u=0.
dt2  RC dt LC dez2 ~ Q dt
Ainsi, la pulsation propre est définie par
1
Wy = —

RYi7e
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et le facteur de qualité est tel que

1
%:E soit  Q=RCw, dou Q:R\/:

=10

Le facteur de qualité de ce circuit est 'inverse de celui du RLC série, ce qui peut se comprendre qualitativment. En
effet, un circuit avec un grand facteur de qualité se rapproche d’un oscillateur harmonique, c’est-a-dire d’un circuit
LC sans résistance. Dans le cas du circuit RLC parallele, cette limite du circuit LC s’obtient avec R infinie.

Comme le courant ij est celui traversant une bobine et comme la tension u est celle aux bornes d’un conden-
sateur, alors ces deux quantités sont continues. Déterminons leur valeur a ¢+ = 07, ou le circuit est en régime
permanent continu, sans forcage par le générateur de courant (il impose i = 0). Comme la bobine est équivalente
a un fil, alors la tension a ses bornes est nulle donc

u(0%) =u(07) =0.|

On en déduit que la résistance est soumise a une tension nulle, donc ig(07) = 0, et comme le condensateur est
équivalent a un interrupteur ouvert alors ic(07) = 0. D’apres la loi des noeuds et la continuité,

[iL(0%) =i (07) =0.]

Forme générale des solutions : numériquement, le facteur de qualité vaut Q = 0,3 < 1/2 : I’évolution de u
est donc apériodique.

> Comme I’équation est homogeéne, il n’y a pas de solution particuliére a chercher (ou autrement dit elle est nulle).

> Pour trouver la solution homogéne, partons du polyndme caractéristique,
Wo
r2+—r+w02 =0.
Comme Q < 1/2, on sait que son discriminant A est positif,

o 1
A=w0 @—4 >0

Les deux racines de ’équation caractéristique sont

wo o 1
ra2=—-==%*—

20 2V0o2 !
qui sont toutes deux négatives. La solution est alors de la forme
u(t) = Ae" + Be™!,
ou A et B sont deux constantes a déterminer a partir des conditions initiales.

Conditions initiales : on a déja u(0*) = 0, et par ailleurs

du ic(0*) 1 u(0%) I
—(0%) = =— I —i,(0%) - ==.
a®) =" =\ T =
Constantes d’intégration :
u(0+)?A+BT0 A 1 Iy
W | A=-B \ Ri——
du I soit I d’ou 11
—(0") = riA+r,B = = (Vz—rl)B:E B = 2
dt sI)l gl ¢ rz—nC
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Finalement,
u(t) — 1 I_O (erlt _ ergt) — 1 I_O (erlt _ erzt)
r—r C 1 C
wo @ -

E L’allure de la courbe peut s’obtenir simplement a partir des informations sur les conditions initiales, le type
de régime (apériodique donc pas d’oscillation) et la solution particuliére, qui décrit le régime permanent. Ainsi,
at =0,u =0 et latangente a une pente positive. Par ailleurs, u devient quasi-nulle au bout d’un temps suffisant.
La courbe tracée par Python avec les valeurs numériques est représentée figure 3.

0.6 T T T
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

~0.1 ' ' '
0.0 0.5 1.0 15

t, en ms

u,enV

Figure 3 — Chronogramme de la tension u(t) dans le circuit RLC paralléle.

[Exercice 8 : Encore un RLC! oral CCINP PSI 1]&2] ]

> Mise en équation d'un circuit électrique;
|]|]|]|] > Recherche de conditions initiales ;
> Détermination des constantes d'intégration.

Le circuit est a deux mailles, il faudra donc utiliser les deux lois de Kirchoff pour
établir I’équation différentielle. Commencons par exemple par la loi des nceuds,

i=igp+ic
E T q
Utilisons ensuite les lois de comportement pour faire apparaitre la tension u, com-
mune a R et C qui sont montés en parallele,

. u du
1= 1—2 + CE
La loi des mailles permet ensuite d’exprimer la tension u en termes de la tension uy, : u = E — uy. Ainsi, comme la
tension E est constante,
E uy, duL

i=———

R R dt

Enfin, d’apres la loi de comportement de la bobine,

Réécrivons 'équation en mettant a 1 le préfacteur devant la dérivée d’ordre le plus élevé,

d%i 1di 1. E o d%i wydi ,. E
—t =t —i= . a identifier a —+——twji= .
dt?  RCdt LC RLC dez2  Q dt RLC
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2

Ainsi, on est amené a poser

Wl = 1 d’ou o L
’ T IC * T VIC
wo 1 C

=— d’ou =RCwy = R4/ —
QO RC Q 0 L

wp est la pulsation propre de loscillateur, elle correspond a la pulsation qu’auraient les oscillations si elles étaient

harmonique. Q est son facteur de qualité, qui décrit I’écart entre I'oscillateur et un oscillateur harmonique.

Analysons le régime permanent a t = 07, ou le forcage est nul. Ce régime est continu, donc la bobine y est
équivalente a un fil. Ainsi, d’apres la loi des mailles,

0=u(07)+0 donc u(07) =0.

Par ailleurs, d’aprés la loi des nceuds,

i(07) = ig(07) +ic(07) = +0=0

u(07)
R

puisque ic(07) = 0 car le condensateur est équivalent a un interrupteur ouvert.

Analysons maintenant le circuit & ¢ = 0*. Par continuité du courant traversant une bobine, on déduit directe-
ment

[i(0%) =i(07) =0.]

Pour trouver la valeur de di/dt, il faut trouver la valeur de u; (07). Comme on cherche une tension, on utilise la loi
des mailles a t = 0%,
E=u(0") +ur(0").

Or en tant que tension aux bornes d’un condensateur u(0") est continue et égale a u(0*) =u(07) =0, d’ou

di E
uL(0+) =F donc E(O+) = Z .

Forme générale des solutions : Le courant i(t) s’écrit comme la somme d’une solution particuliére de I’équa-

tion différentielle compléte et d’une solution de I’équation homogéne. Comme le forcage (qui se lit dans le second

membre) est constant, le régime permanent (qui se lit dans la solution particuliere) est constant aussi. La solution
particuliére est donc telle que

1 E

040+ —ip=——

LC RLC

Pour trouver la solution homogene, écrivons I’équation caractéristique,

E
d’ou i, = —
PR

r2+@r+wo2 =0.
Son discriminant vaut
A = o (——4) :—gwoz <0 carQ=2.
Les racines de I’équation caractéristique sont donc complexes conjuguées,
ri2 = —% + i%\/ﬁ qu’on note rie = —p *iowp
ol p > 0 est le taux d’amortissement et w;, la pseudo-pulsation des oscillations. La solution homogene s’écrit alors
in(t) = [A cos(wpt) + Bsin(a)pt)] e M,
avec A et B deux constantes.

| Attention aux signes : it > 0 et wp > 0.
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2
En regroupant,
E _
i(t) =ip +in(t) = R + [A cos(wpt) + Bsin(wpt)] e M.
Détermination des constantes : On a d’abord

E
i(0) = =+ A
i )TR

C—1l

sol
Calculons maintenant la dérivée,
di_ Asi B H_p|A Bsi ad
i wp [— sin(wpt) + cos(wpt)] e M —p [ cos(wpt) + sm(wpt)] e
ce qui donne
di E E (1 pu
— 0+ = B — A = = d’ot B=—|-_E
dt( ) - wp — I ou ( )
sol CI

Conclusion :

[cos(wpt) + wﬂ (% - %) sin(wpt)} e M.
p

|

i(t):g—

Tracé : Le tracé « direct » n’est pas possible, il faut donc utiliser les informations a disposition : conditions initiales,
qui donne la valeur a t = 0 et le signe de la pente de la tangente, régime pseudo-périodique avec environ Q = 2
oscillations, et solution particuliére qui donne le régime permanent asymptotique. Un exemple de chronogramme
acceptable est représenté figure 4.

1.6 T T 1 I
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4 ]
0.2 ]

iXR/E

tT

Figure 4 — Chronogramme du courant i(¢) dans le circuit RLC « mi-série, mi-paralléle ».

[Exercice 9 : Décrément logarithmique 1] 4 3]

_ > Mise en équation d'un circuit électrique;
|]|]|]|] > Détermination des constantes d’intégration.

e Equation différentielle : L’équation différentielle régissant I’évolution de u s’écrit (cf. cours)

1
0 = —
d?u  wydu 2 VLC
—+t—=——+w,u=0 avec
dez2 - Q dt 0 1 L

e Forme des solutions : L’équation est homogeéne, il n’y a donc pas de solution particuliére a chercher. En régime
pseudo-périodique (Q > 1/2), les racines du polyndme caractéristique s’écrivent

Wy . .
re =——— 14|l —— =— *iw

20 402 T
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2

avec T le temps d’amortissement et w la pseudo-pulsation. On a ainsi

RRC [1 R

1
= — 1——— = _
@ \/_Lc\/ a1 NICc ar

T =2RC et

On en déduit la forme des solutions,
T

u(t) = Up cos(wt + @) et

Rappelons que I’écriture Uy cos(wt + @) est exactement équivalente d A cos(wt) + Bsin(wt), on peut
utiliser indifféremment 'une et I'autre ... méme si la forme en cos + sin est généralement plus simple pour
exploiter les conditions initiales, comme nous allons le voir juste aprés ©

e Recherche des conditions initiales : le circuit est en régime permanent a 'instant ¢+ = 07, ou le condensateur
équivaut a un interrupteur ouvert et la bobine a un fil. D’aprés la loi des mailles,

E=uf077+u(07) + Ri(67)  soit u(0™) = u(0”) =E.
condensateur

Par ailleurs,
du 1
—(0") = <i(0*) = i(07) =0.
3 (0 = Gi07) = i(0")

bobine
e Détermination des constantes : d'une part,

u(0*) = E = Uy cos ¢ .

Q— 1l

expr

et d’autre part la dérivée s’écrit

du 1
i —wUy sin(wt + ¢) et/ — ZU, cos(wt + ®) e t/”
T
si bien que
du, . . 1
E(O ) ? 0 T —wUy sin ¢ — ;UO cos ¢ .
CI expr
On en déduit
. 1 . 1 ) . 1
—wlUysing —-E=0 soit —wEtanp —-E=0 d’ou tang = ——.
T T T
Cette équation admet comme solutions
1 T . 1
¢ = —arctan — + km = arctan(wt) — 5 + km soit ¢ = arctan(w7) + |k — ks
T
e . 1 7
On utilise la relation arctan x + arctan — = —
x

Or 'amplitude U, est positive par convention, donc cos ¢ > 0 et on préfére se restreindre a intervalle | — x, 7]
pour déterminer ¢. On en déduit que la solution a retenir est celle comprise entre —/2 et 0, soit

b8
@ = arctan w7t — 3

et on en déduit finalement

Uy = E cos ¢ = Esin(arctan(wr)) . ‘
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2

On constate ici que la méthode « amplitude et phase » est trés peu adaptée pour exploiter les conditions
initiales : la difficulté vient du fait que plusieurs angles ont le méme sinus, et qu’il faut raisonner sur le
signe du cosinus pour trouver le bon.

Par définition de la pseudo-période, T = 27 /w
u(t +T) = Uy cos(w(t +T) + @) e~ /T = U cos(wt + ) e /T

On en déduit

u(t 2
:n—() =lnel/7= .
u(t+T) Wt
Or d’apreés les expressions rappelées a la premiére question,
20 1
COT:_XCL)O 1——=2Q 1__’
wo 4Q2 4Q2

ce qui conduit a

T
1 T
Wi

Pour Q > 1, on peut supposer 1/40Q? < 1 et approximer

S =

o~

01N

Pour Q = 3,5, on trouve

1
— >~ 1,01
1 1
40?2
ce qui signifie que ’approximation devient valable a mieux que 1 % prés des lors que Q > 3,5.

Il suffit d’estimer le décrément logarithmique en mesurant les maxima successifs de la tension u, ce qui est
particuliérement facile sur le plan expérimental.

[Exercice 10 : Analyse de relevé expérimental &3 % 2]

/'l] > FEtude expérimentale;
|]|]|] > Recherche de conditions initiales.

Trois parametres sont a déterminer par lecture de la courbe : E, L et C. Sur cette courbe, trois caractéristiques
sont aisément mesurables : le temps caractéristique 7 d’amortissement des oscillations, leur pseudo-période T, et
leur amplitude a l'instant initial ¢ = 0 (en toute rigueur a ¢ légérement supérieur a zéro). Il faut donc relier entre
eux ces parametres.

Le générateur est dit non-idéal : il faut donc le modéliser par une source idéale de tension montée en série
avec une résistance R = 50 Q. Le circuit est donc un circuit RLC série soumis a un échelon, dans lequel on établit
facilement I’équation différentielle portant sur le courant i,

1
Wy = —
d2i+Rdi+ 1. 0 n d2i+wodi+ 2 o VLC
—_—t —— 4+ —i = SOl — +——+wyl = avec
d2 " Ldt LC iz~ Qdt  ° 0 1 /L
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2
La courbe donne des oscillations, le régime est donc pseudo-périodique. Le courant i(t) s’écrit donc sous la forme

Wo
§=

20

i(t) = [A cos(wpt) + B sin(copt)] e M avec 1
Ct)p = Wy 1- @

On compte sur la courbe huit oscillations en 1 ms, d’ou
2 4 -1
T, = 0,12ms donc wp =7 =50-10"rad-s™".
T
Par ailleurs, on lit graphiquement que le temps 7 = 1/u au bout duquel 'enveloppe exponentielle des oscillations

atteint 37 % de sa valeur initiale (exponentielle décroissante avec valeur asymptotique nulle) vaut r = 0,8 ms, d’ou

1
7 =0,8ms d’ou p=-=13- 103571
T

En inversant les relations donnant y et w,, on trouve

wo = AJOF + 2 =50- 10*rad-s™! et Q=20

Ces résultats sont conformes a ce que I'on peut attendre : rappelons que Q compte le nombre d’oscillations dans le
régime transitoire, dont il est raisonnable qu’il soit de I’ordre de 20 a 30. Puis, compte tenu de la valeur de Q, il est
normal d’avoir wp, ~ w,. En inversant les relations donnant Q et w, en fonction des valeurs composants, on trouve

R
L=—Q=2,0-10‘2H et C=
o RQ wy

=20-10"%F.

Il reste enfin a trouver 'amplitude E de I’échelon de tension. Les conditions initiales pour ce circuit soumis a
un échelon passant de E; a E, se déterminent comme d’habitude avec les relations de continuité et donnent

i(0") =i(07) =0

en ce qui concerne l'intensité. En ce qui concerne sa dérivée, elle s’obtient via la tension aux bornes de la bobine.
Comme la tension aux bornes du condensateur vaut E; & t = 07, alors la loi des mailles donne a t = 0%

E, — E;

di di di
EzzuR(O+)+uL(O+)+uC(0+)=Ri(0+)+Ld—;(0+)+uc(O_)=Ld—;(0+)+E1 dot d_;(0+): -

Il est donc seulement possible de déterminer la hauteur E = E; — E; de I’échelon, mais pas les valeurs initiale et
finale de la tension imposée par le générateur. On peut alors en déduire par la méthode usuelle

A=0 et B=——

soit

E
i(t) = m sin(wpt) e H*.

Comme T, < 7, la valeur de E/L w, correspond en bonne approximation a la valeur de i a son premier extrémum,
soit

E
T =g > -5mA  dod  |E=Lpinn=-5V.
L wp

On peut s’assurer que E < 0 a partir du signe de la dérivée en t = 07.
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2

R i, L
T
u
et ' R Lg|u

iz

Figure 5 — Circuit a deux bobines.

[Exercice 11 : Circuit a deux bobines 2R3 | ]

> Mise en équation d'un circuit électrique;
|]|]|][| > Recherche des conditions initiales ;
> Détermination des constantes d’intégration.

Raisonons avec les notations de la figure 5.

e Equation différentielle : D’apres la loi des neceuds et la loi d’Ohm,
. P4 it Uy -
i1 =iy +1i soi — =i ,
1=+ R R

puis grace a la loi des mailles et a la loi de comportement de la bobine, sachant que ¢t > 0 donc e =0,

Revenons a la loi des nceuds pour exprimer la dérivée de ij :

diy di dip di 1du di Ld%

e e

dt dt dt dt Rdt dt Rdt?
En réinjectant dans I’équation de travail,

1( di L*d% di\ . Ldi
R\"@& " Raz &) ' TRa
Rangeons un peu tout ¢a :
L*d*% 3Ldi
Rz Rt
On peut enfin écrire cette équation sous forme canonique en posant wy = R/L mais introduire la notation Q pour
le facteur de qualité est peu judicieux et mieux vaut garder la valeur numérique connue 1/3,

+i=0.

Remarquons que la valeur du facteur de qualité est indépendante des composants, et toujours inférieure
a 1/2. Cela implique notamment que le courant i ne sera jamais pseudo-périodique en changeant L et/ou
R ... sauf a prendre deux bobines différentes, ce qui n’est pas le méme exercice.

e Forme générale des solutions : I’équation est homogéne, donc la solution particuliére nulle convient. Le polynéme
caractéristique s’écrit
% + 3wor + a)oz =0,

2

et il a pour discriminant 9w} — 40,

= 5a)02 > 0, et donc comme racines

—3wg + /50 3+
= o .

2 2

ry =

La solution s’écrit alors sous la forme

i(1) = A€ +Be'!,
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2

avec A et B deux constantes.

e Recherche des conditions initiales : a I'instant ¢t = 07, le circuit est en régime permanent et e = E. Les bobines
équivalent a des fils, donc u(07) = 0 et d’apreés la loi des neeuds et la loi d’Ohm

1(0 )

i1(07) =i(07) +i2(07) soit =i(07) + —— 14977

R

Or d’apres la loi des mailles E = u1(07) + 0 + 0. Le courant traversant une bobine étant toujours continu, on en
déduit

i(0") =i(07) = %.

De méme,
o* 0+
BO0)=0(07) =0 dob e = 50%+ ”( ) donc +)_”( ) Zo.
LN
e Détermination des constantes : d'une part,
E
i(0") = A+B = =
7 1 R
expr I
et d’autre part
di
—(0*) = Ary, +Br_ = 0.
expr CI
Procédons par combinaison linéaire pour déterminer B :
A+rB=rrt E 3+V5E
r reB=ry— -3+
" " "R d’o (ry —r_)B= e soit V5B = — %

Ar+ + Br_ = 0
et finalement
-3+ \/_E
T 2v5 R

On en déduit ensuite

_ 3+ V5 -3++V5E 3+V5E
A=_=p_ Vs X \/_— soit A= V5

rv  —3+15 245 R 25 R’

Finalement,

3+\/_E (—3+\/§ ) -3+\5E (—3—\/3 )
exp|———wot |+ ————exp| ———wot| .

i(t) = \/_ z 5

Probleme ouvert

[Exercice 12 : A la cantine 3% 1]

I]I]ﬂ > Probléme ouvert.

Supposons que le distributeur porte N plateaux, tous d’épaisseur e = 1 cm et de masse m = 200 g. Quelle que
soit la valeur de N, le sommet de la pile de plateaux se trouve h = 10 cm sous le point d’attache des deux ressorts. On
néglige le poids du support a plateaux devant celui des plateaux. Comme les plateaux sont évidemment immobiles
(...) alors la force exercée par les deux ressorts doit compenser le poids des plateaux, ce qui se traduit par

2k(Ne+ h—£) = Nmg soit 2k(h — ) + N(2ke —mg) =0
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2

Cette condition devant étre vérifiée pour toute valeur de N, on en déduit les deux égalités

Zk(h—fo):() ) t’0=h=10€m
soit mg 1
2ke —mg =0 k=—=100N-m
2e
h
Ne

Figure 6 — Distributeur de plateaux.

Pour identifier le systéme d’équations, on peut également raisonner d’abord sur le cas N = 0 qui donne la
premiére équation du systéme, puis simplifier 'équation issue du PFD, et en déduire la deuxiéme équation

du systéme.
[Exercice 13 : Posé sur un plateau? 3% 3]
ul]ﬂ > Probléme ouvert.

e Analyse qualitative

L’étude est évidemment menée dans le référentiel terrestre. Il s’agit d’'une question de contact entre le plateau
et le cube : on s’attend donc a utiliser le PFD pour déterminer une force inconnue, celle qui traduit le contact
entre cube et plateau. La démarche est donc de supposer le contact, de résoudre les équations, et de revenir sur
I'hypothese pour vérifier ses limites de validité.

e Mise en équation

Reste a trouver a quel systeme appliquer cette loi : compte tenu de la question, le choix est de considérer le
cube, supposé de masse m. Il est soumis a son poids,

P=mq =-mge,

et 4 la force R = R'e, verticale vers le haut exercée par le plateau. Par contre, comme le ressort et le cube ne se
touchent pas, le ressort n’exerce aucune force sur le cube, tout passe par 'intermédiaire du plateau ... et ce méme
si on sent bien que le cube bouge grace au ressort! Méfiez-vous des intuitions trompeuses sur les forces! D’apres
le PFD appliqué au cube et projeté sur z,

mZ=-mg+R.

Le probléme ici est que cette unique équation implique deux inconnues : Z et R. Il faut donc une équation
supplémentaire, qui devra nous donner Z puisque 'on cherche R. Cette équation va venir du PFD appliqué au
plateau : comme le cube et le plateau sont indéformables et en contact, alors leur accélération est la méme. Le
plateau est soumis a trois forces que sont son poids,

la force de rappel du ressort,
fress = _k([(t) - [0)(_?2) = +k(féq -z fo)?z
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Correction TD E3+M2 : Régime libre des oscillateurs Lycée Corneille, MPSI 2

et la force qu’il subit de la part du cube ﬁ’, égale a -R = —R€, d’apreés le principe des actions réciproques. D’apres
le PFD appliqué au plateau et projeté sur €,

m'z=-m'g+k(leq—2z—1£6)—-R

On aboutit donc finalement & un systéme de deux équations différentielle a deux inconnues, Z et R. Comme
il s’agit d’équations différentielles, il n’est pas possible de les résoudre comme des équations algébriques (le z
apparaissant dans la force exercée par le ressort « génerait »). On va donc commencer par résoudre I’équation sur z
puis en déduire R. En sommant les deux équations, on obtient

(m+m)zi=—-(m+m')g—kz+k(leq—t).

Avant de se lancer dans la résolution complete, il est préférable d’étudier la position d’équilibre ou par définition
de I’équilibre Z = 0 et par définition du repére z = 0, donc

0=—(m+m')g+k(lsq— )

Cela permet de simplifier I’équation différentielle, qui s’écrit sous forme canonique

. k
zZ+ z=0
m+m’

On reconnait I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique de pulsation wy = /k/(m + m’). Comme I’équa-
tion est homogeéne, on a directement

z(t) = a cos(wot) + P sin(wot) .
Les constantes se déterminent a partir des conditions initiales,

z(0) ? a ? -A et z(0) ? wo P
expr  CI sol CI

d’ou finalement

‘z(t) = —Acos(wgt) . ‘

Maintenant que z est connu, on peut (enfin!) en déduire '’expression de R tant qu’il y a contact (rappelons que
tous les calculs ont été faits en supposant le contact). En appliquant la loi de la quantité de mouvement a la masse,
nous avions montré que

R=mZ+mg

et nous venons de calculer

. k kA
Z=- z=+ cos(wopt)
m+m’ m+m’

d’ou

m

R= kA cos(wot) + mg.

m+m’

La valeur minimale que prend R doit toujours rester positive, sans quoi le cube décolle, donc le cube reste sur le
plateau tant que

+ ’
e kA+mg >0 soit A<w.

m+m’
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