Mécanique — TD 3 Lycée Corneille, MPSI 2

Mouvements circulaires

[Exercice 1 : Musculation vectorielle 1|81 | ]

/I > Projections;
il

0 > Dérivation de vecteurs.

A,
0 0 4
. — >
S U
0 < 0
uI‘
X
Les projections donnent
e, =cosOey + sin Q?y €y =—sinfey + cos Q?y €, =€,

| Pensez toujours a controler les projections en vérifiant les cas limites @ =0 et 0 = n /2.
On peut évidemment inverser les équations précédentes, mais il est plus intéressant de raisonner aussi par
projections.

— — . — — . — — —
€y =cosbfe, —sinfey €y =sinfe, + cos €y €, = €,

— e
E Comme |€;|* = €, - €, alors

— e — e, -
e’ Todt
d
mais par ailleurs | €,|* = 1 donc m |'€;|> = 0. On en déduit
4%
r dt 5
e o der -
ce qui signifie bien que €, et T sont perpendiculaires.

\ . O —> —>
D’apreés les expressions obtenues précédemment, et comme les vecteurs €, et €, sont fixes,

e sin0 2+ 0 cos0 7, = 67,

i sing €x + 0 cost €, =0¢p
et de méme iz

e . . .

d—fz—@cos@?x—esine?y:—e?r
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Correction TD M3 : Mouvements circulaires Lycée Corneille, MPSI 2

[Exercice2: Duel de F1 1|§€1|]
Mﬂ > Vitesse et accélération sur une trajectoire circulaire.

La voiture A de Piastri entame son virage des qu’il passe par ’axe A et parcourt un demi-cercle, de longueur

27 R
Dy = 2A soit Dp=mR4 =283m.

En revanche, la voiture B de Verstappen continue en ligne droite sur une distance R4 — Rp avant d’entamer son
virage, et parcourt de nouveau la méme distance en ligne droite avant la sortie du virage. Ainsi,

‘DB = Z(RA —RB) + mRg =266 m.

La voiture B parcourt moins de distance que la voiture A, mais il est impossible d’en conclure quoi que ce soit
puisqu’on ne sait pas si les deux trajectoires sont parcourues a la méme vitesse.

Lorsqu’elles sont sur la partie circulaire de leur trajectoire, parcourue a vitesse constante (en norme), ’accélé-

ration (en norme) des voitures vaut
2

® —o0s8
a=—=0,
R g

puisque les pilotes prennent tous les risques. Ainsi,

va =+/0,8gRs =266m-s' et  ovg=+/08gRg=243m-s""

Calculons pour conclure le temps mis par chacun des pilotes pour passer le virage,

D
At ==
0

ce qui donne numériquement

Aty =10,6 et Atg =10,9s

Finalement, Piastri va plus vite que Verstappen pour parcourir le virage : la meilleure trajectoire est la plus
extérieure des deux ... ne vérifiez pas en rentrant chez vous;)

[Exercice 3 : Parking hélicoidal 1|42 ]
uuﬂ > Dérivation de vecteurs.

La définition de 8 prise ici (angle parcouru depuis I'entrée dans le parking) ne coincide pas exactement avec
celle des coordonnées cylindriques : pour un parking de N étages, 0 < 6 < 2Nx. Puisqu’au bout d’un tour la voiture
a gravi un étage,

H

z(0+2r)=2z(0)+H soit ab +2ra=ab + H donc a=__.
s

Par définition,
—
OM =R¥e, +z¢€,

En dérivant,

U =Re,+2¢,=ROep+ze, soit v =R=—T¢p+ze,.
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Correction TD M3 : Mouvements circulaires Lycée Corneille, MPSI 2

La voiture se déplacant a vitesse constante,

4r2R? 47r2R?
v =||7| = 7 2%+ 22 soit v = 24/ 7 +1.

On en déduit que z = cte, ce qui permet de le relier facilement a At par z = H/At, d’ou
H [4m?R?

At == T 41,
() H2

Puisque z = cte, dériver le vecteur vitesse donne

N 27Z 27nZ . N 277\? N
d =R—¢€y =—-R—0%¢, soit da =-R
H H

—> 7 —> < . e 7 . . . o
On constate que d est porté par — €, c’est-a-dire dirigé comme il se doit vers l'intérieur de la courbure de la

trajectoire. Il est non nul car seule la norme du vecteur vitesse est constante, mais sa direction change. Enfin,

—> ’ .
d - U =0, cohérent avec un mouvement uniforme.

[Exercice 4 : Manége 1] % 2]
u"ﬂ > Dérivation de vecteurs.

Voir figure 1. La base polaire a pour origine O, si bien qu’au point D les vecteurs coincident (au signe pres)
avec ceux de la base cartésienne ... et la vitesse n’est pas portée par un des vecteurs de base (ne pas confondre avec
la base de Frénet).

[}
B
C A
X
0]
-
D ap
N
€r
N
UD

Figure 1 — Schéma complet de la trajectoire.

L’énoncé indique
OM =r(0)@, = 2R(1 + cos 0) &,

donc par dérivation

T =—2ROsin0€, + 2R(1 + cos 0)0€, soit ‘ 7 = —2RQsin(0) €, + 2R(1 + cos(0))Qep . ‘
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Correction TD M3 : Mouvements circulaires Lycée Corneille, MPSI 2

Sa norme s’écrit

0 = 4R*Q? sin®(Qt) + 4R*(1 + cos(Q1))*Q?
= 4R*Q* [sinz(Qt) + 14 2cos(Qt) + cosz(Qt)]
= 8R*Q%(1 + cos(Qt))

Qt
= 8R?’Q? x 2 cos® -

d’ou finalement

v = 4RQ

Qt
cos 7‘ =4RQ

0
cos —| .
2

La vitesse s’annule quand 8 = 7 ce qui correspond au point C. La vitesse est maximale lorsque 6/2 = 0 ou 7,
soit @ = 0 ou 27, c’est-a-dire au point A. La vitesse est alors porté par €y uniquement, qui coincide ici avec €.

Dérivons le vecteur vitesse, sachant que 6 =0 car Q = cte.

d = —2R6% cos €, — 2R6? sin €y — 2R6? sin 0 €y — 2R(1 + cos 0)6* €,
= [—2R9'2 cos 0 — 2RO?(1 + cos 9)] e+ [—2R92 sin 0 — 2R6? sin 49] L)

a = —2RQ*(1+2cos0) e, — 4RQ*sin ¢y .

Sa norme s’écrit

a* = 4R*Q*(1 + 4 cos 0 + 4 cos® 0) + 16R*Q* sin” @
= 4R*Q* + 16R*Q* cos @ + 16R*Q* (cos? 0 + sin® 6)
= 20R*Q* + 16R*Q* cos 0

a=2RO*V5 +4cos

La norme est maximale en 6 = 0, c’est-a-dire au point C.

[Exercice 5 : Le Rotor 1|41 ]

/ > Trajectoire circulaire;
|]|]|]|] > Force de réaction d’un support.

Attention, les passagers sont fixes par rapport au manége, mais sont en mouvement de rotation dans le réfé-
rentiel terrestre. Leur accélération et donc la somme des forces qu’ils subissent n’est donc pas nulle!

Notons (Oz) I'axe vertical ascendant, et travaillons en coordonnées cylindriques. Un passager subit
—

> son poids P = —mge,;

> la force de réaction du manége, dont la direction est a priori inconnue

-
R = Rr?r +R9?9 +Rz?z
~_—— —— —_—
— —
=Rn =Rr
Contrairement aux apparences, il n’y a aucune force dirigée selon + ¢, qui viendrait maintenir les passagers
« immobiles », ou plus exactement cette force (qui serait la célébre force centrifuge) est un effet lié au fait que le
référentiel tournant, lié au passager, est non-galiléen.
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z . . . . ,1 72 . e d
Le mouvement étant circulaire uniforme, on sait que l’accélération sera portée par —€,, et on peut donc
comprendre que Rg = 0 ... mais on peut aussi attendre la question suivante pour le montrer!

Le passager tourne a vitesse angulaire 6 = w constante, et suit une trajectoire circulaire de rayon r = cte. Ainsi,

— — — 2—
U =rw €y et a =-rw”e,.
Le PFD projeté sur e, et €, donne
—mro? = R,
0=Rp
0=-mg+R,

Pour qu’il n’y ait pas de glissement, il faut avoir Ry < u Ry, c’est-a-dire
IR.| < u;/R? + Rg2 donc mg < pmre® d’ou w > ,/% =29rad-s™!.

Les « quatre fois son poids » que subit le passager désignent 'accélération qu’il ressent, donc

4
mro?® = 4mg soit W= \/—g =365rad-s !,
r

ce qui suffit pour que le passager soit maintenu immobile.

La vitesse de rotation typique de ces manéges est de 30 tours par minute, soit & rad - s™! (la moitié d’un
tour en une seconde), ce qui est conforme a la valeur annoncée de force ressentie.

E Rien ne dépend de la masse, la limite d’4ge n’est donc pas un probléme de masse des enfants.

[Exercice 6 : Une chaussette dans un séche-linge 1]&1] ]

/ > Trajectoire circulaire;
|]|]|]|] > Décollage d'un support.

Le mouvement de la chaussette se fait 4 rayon constant r = R et & vitesse angulaire § = o constante également.
Ainsi,
—_
OM=Re¢, U =Rwey d=-Ro’e,.
—
La chaussette est soumise a la force F exercée par le tambour et & son poids, voir figure 2,
—
P =mgcos® €, —mgsinf €.

D’apreés le PFD,

m@=P+F d’ou F = m(=Rw? — gcos @) €, — mgsin 0 ¢y

On remarque cette force de réaction n’est pas une force normale, ce qui indique qu’il y a frottement entre
la chaussette et le tambour. Rien de surprenant la dedans!

La composante normale, c’est-a-dire perpendiculaire au tambour, est celle sur €,. La chaussette décolle pour

Rw? Rw?
cosf* = —— soit 0* = arccos (—— i

9 9

Numériquement,

tours 2rrad . "
w = 50— =50 d’ou 0™ =134,3°.
minute 60s

L’angle 0* est indépendant de la masse, il est donc le méme pour tous les vétements ... et méme pour les billes.
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Figure 2 — Une chaussette dans un tambour de séche-linge.

On peut noter que si le tambour tourne trop vite (Rw? > g) alors la composante normale de la force de
réaction ne s’annule jamais, autrement dit le linge fait des tours complets sans jamais se décoller. C’est
le cas dans un tambour de machine a laver tournant a pleine vitesse lors d’un essorage.

[Exercice 7 : Mouvement circulaire avec ressort 2R 1| ]

/‘ > Trajectoire circulaire;
|]|]|][| > Force exercée par un ressort.

Supposons pour I’ensemble de 'exercice que le mouvement est circulaire, en vue d’établir les conditions pour
que ce soit bel et bien le cas (raisonnement de type analyse-synthése, méme s’il est beaucoup moins formalisé qu’en
maths).

> Systéme : masse m;
> Référentiel galiléen : terrestre;

> Repérage : si le mouvement est circulaire il est forcément de rayon L (la masse est déja sur la trajectoire a
Pinstant initial). L’idéal est de se placer dans la base de Frénet,
v = 07t et a=—1u;+
> Bilan des forces :
— poids et force de réaction du support qui se compensent car le mouvement est horizontal;
— force de rappel du ressort : comme le mouvement est supposé circulaire, alors la force de rappel du ressort
est portée par — 1.
-
F =+k(L-£)t,.

Attention, le vecteur normal U, est orienté vers 'intérieur de la courbure, il est donc de sens opposé
—> 7 .
au vecteur €, des coordonnées polaires.

> PFD: d
v

E_
02

T =k(L-t)

La premiére projection indique le mouvement se fait a vitesse constante v = v, et la deuxiéme donne I’expression

de vy en fonction de L :
[kL(L — £)
vy = | ——m .
m

—
Notons que la direction de la vitesse initiale est également imposée : elle doit étre orthogonale a OM.
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Remarquons que le mouvement ne peut se faire que si L > {,. Cette condition peut se comprendre qualita-
tivement en pensant « force centrifuge » (concept plus subtil et compliqué qu’il n’en a Uair, au programme
de MP) : la force centrifuge tend a éloigner le point matériel du centre de la trajectoire. Pour qu’un mou-
vement circulaire soit possible, il faut que le ressort ait lui pour effet de ramener M vers le centre, ce qui
n’est possible que si le ressort est étendu, donc L > ¢y. Si le ressort est initialement comprimé, il éloigne M
de O, et le mouvement ne peut pas étre circulaire.

[Exercice 8 : Anneau sur une tige en rotation @21%2] ]

> Trajectoire non-circulaire;
|]|]|][| > Force de réaction d’un support;
> Force exercée par un ressort.

Le mouvement est a vitesse angulaire constante, donc
=re,+rw ey et d=((F—-w0’r)e +20rF €.
L’anneau est soumis a
T — —
> sonpoids P =mgqg =-mgu,;

—
> la réaction de la tige R = Ry up + R, U, car aucun frottement.
D’apres le PFD appliqué a I’anneau projeté sur e,

m(F -0’ =0 soi

Le polynéme caractéristique admet comme racines +w, d’ou
r(t) =Aet® + Be @,

A P’instant initial,

r(0) ? o T A+ B
e d’ou A=B= o .
7(0) = 0 = wA—-Bow 2
& e

Ainsi,
r(t) = ry cosh(wt) et r(0) =rocoshf.

La trajectoire est une spirale exponentielle.

Il faut ajouter au PFD la force de rappel du ressort, soit

[k
m(¥ — w?r) = —k(r — ) soit P+ (0f — 0*)r = ol avec Wy =[] — -
m

Si w? — w* > 0 I’équation est celle d’un oscillateur harmonique, et ’anneau oscille le long de la tige. Sinon il garde
une trajectoire en spirale exponentielle divergente, la divergence étant simplement ralentie.

Le mouvement de ’anneau est périodique s’il repasse par son point de départ, autrement dit s’il fait un nombre
entier d’oscillations en un nombre entier de tours. Il faut donc qu’il existe deux entiers N et N’ tels que

N/Z

2m ,2m } 9 N%\ ,
N—=N'— soit wy =1+ —|w".
4]
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[Exercice 9 : Enrouler le fil, dérouler le fil ... &3 % 2]
/ > Trajectoire non-circulaire.
anll /

La longueur de fil enroulée lorsque I se trouve a 'angle 6 vaut Rf. Ainsi,
OM =OI + IM = R%, + (L — RO) €.
En dérivant terme a terme,
T =R€, + (—RO) €y + (L—RO) €, =ROEy + (—RO) €y + (L — RO)(—0¢,)

d’ou

T =(RO-L)0¢,.

Et de méme,
d = (RO)OE, + (RO—L)0e, + (RO—L)0e,

soit finalement

@ =[RO* + (RO - L)0| €, + (RO - L)6% €.

M n’est soumis qu’a la tension du fil T = ~T'¢y, dirigée de M vers I. D’aprés le PFD,

mRO* + m(RO — L)0 =0
m(RO — L)6? = -T

Sur la projection radiale on reconnait, a la masse pres, la dérivée de v,, composante radiale de la vitesse (ce qui est
évident compte tenu de la facon dont on a établi 'expression de I’accélération). Ainsi, par « intégration »,

(RO—-1)0 =cte

En se placant a 'instant initial ol ¥ = —v, €, pour déterminer la constante, on en déduit qu’a tout instant

(RO-L)6O =—vq.

La relation précédente s’écrit
ROO —LO+0vy =0

soit en intégrant

1
ERGZ — LO + vyt = cte.

Or al'instant t = 0, 8 = 0, donc la constante est nulle. On en déduit la relation

1
ERQZ—L9+Uot:0.

Lorsque tout le fil est enroulé autour de la bobine, t =7 et 8 = L/R d’ou

112 I? . L?
—— —— +0yy7 =0 soit T = .
2 R R 2Rvg

E Cherchons la valeur de 8 a t donné. La question précédente nous donne une équation polynomiale, de discri-
minant

1 t
A:L2—4x§R><oo:Lz—zRuotsz(l——) >0
T
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car on a nécessairement ¢ < 7. On a donc deux solutions mathématiques pour 6, parmi lesquelles on identifie la
seule solution physique compatible avec la condition initiale 8(¢t=0) =0,

fo=—— " dou G(t):—(l— 1—5).
T

h

R R

La tension du fil est donnée par I'autre composante du PFD,

. mo
T = m(L - RO)G? = —2
m( )0 =T"ro

d’ou en remplagant

Lij1-—-

qui est toujours positif, ce qui indique que le fil est toujours tendu.

[Exercice 10 : Glissade sur un igloo 3R 3]
A
ol

1 |] > Décollage d’un support.

v

Systeme : enfant esquimau;

v

Référentiel galiléen : terrestre;

v

Repérage : polaire, voir figure 3, et comme l’igloo est sphérique alors r = R = cte donc
—_— s — 3= — nN—> V2 —>
OM =R¥, donc U =RO¢€y et d =RO¢ey— RO“¢,

Bilan des forces :
. =g — . —
— poids P = -mg cosfe, + mg sinfeyp; .
— réaction de I'igloo, uniquement normale car pas de frottement : N = N'¢,.

v

| Vérifiez systématiquement les projections en étudiant les cas limites @ = 0 et 0 = /2.

N
z gr
D\
€0
_
' p

Figure 3 — Glissade d’un enfant esquimau.

[1] » PFD:

L= = —mRézzN—mgcosﬁ
md =P +N d’ou .
mRO = mg sin 6
L’équation du mouvement est celle projetée sur €,
§-Zsing=o.
R

’ . . ’ —> . . ’ .
L’équation projetée sur €, contient en effet une force inconnue N, et ne permet donc pas de déterminer le mou-
vement ... par contre elle permet de déterminer cette force.
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En multipliant I'équation du mouvement par 6,
. . . d (62
90—2931n0:0 soit — —+gc059 =0.
R de \ 2 R

La fonction dans la dérivée est donc une constante C, dont la valeur est fixée par les conditions initiales. Comme
I'enfant s’élance de 6 = 0 sans vitesse (6(0) = 0), on a donc C = g/R et ainsi

9'2
Z+dcosg=2.
2 R R

La fonction constante établie ici est appelée une intégrale premiére du mouvement. Physiquement, il
s’agit de Iénergie mécanique de I'esquimau. Nous verrons d’ailleurs dans le prochain chapitre qu’il est
bien plus efficace pour I’établir d’utiliser le théoréme de ’énergie mécanique plutét que le PFD.

La méthode pour passer d’une équation sur  d une équation portant sur 6° est en fait assez classique.
C’est la méme méthode qui permet d’établir le théoréme de I’énergie cinétique ou mécanique (c’est ce que
Pon a fait ici sans le savoir!), et on retrouve des méthodes voisines pour démontrer les expressions des
énergies potentielles mais aussi celles de I’énergie stockée dans un condensateur ou une bobine.

L’enfant décolle de I'igloo si et seulement si la force N de réaction de I'igloo s’annule (le voir par la contraposée :
tant qu’il y a contact, il y a forcément une force ... donc s’il n’y a plus de contact c’est qu’il n’y a plus de force).
Commencons donc par la déterminer. En combinant le PFD en projection sur ¢, et la question précédente, qui
donne

. 2
6% = Eg(l —cos 0)

on en déduit
N =-2gm (1 - cos0) + mgcos 0 soit N =mg(3cos —2)

La force N s’anulle donc pour un angle de décollage 04 tel que

. 2
3cos03—2=0 soit 64 = arccos 3 =48°.

Une fagon évidente de se rendre compte « qu’il se passe quelque chose » pour 6 = 0, est de remarquer
qu’au dela la norme de N deviendrait négative ... ce qui n’a bien siir aucun sens.
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